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Аннотация. Приводится математическое обоснование модифицированного генетического алгорит­
ма с применением турнирно-рулеточной селекции в виде аналога теоремы схем.
Resume. A  mathematical study of the modified genetic algorithm with roulette-toum am ent selection in the 
form  of analog scheme theorem is proposed.
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Введение
Генетические алгоритмы, представляющие собой биоинспирированную эвристическую проце­
дуру направленного случайного поиска численного решения задачи дискретной оптимизации, полу­
чает в настоящее время всё большее распространение (см., например, [l -  3]). При многоэкстремаль- 
ности целевой функции, когда, например, метод конфигураций и другие традиционные методы 
прямого поиска нулевого порядка перестают быть эффективными и часто дают в качестве решения 
локальный экстремум, генетический алгоритм позволяет найти приближённое, удовлетворительное 
для многих практических задач решение, не прибегая к полному перебору элементов, хотя и конеч­
ного, но, как правило, большого по мощности пространства поиска.
В теории генетических алгоритмов используется словарь, заимствованный из естественной 
генетики. Мы будем придерживаться следующей терминологии (см., например, [l -  3]):
каждое решение (особь) представимо битовой строкой (хромосомой) длины т: 
а = (aj,а2,...,aj ,ат \  aj е  {ОД};
популяция Р -  набор хромосом, соответствующий пространству поиска: Р = {ОД}” ;
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генерация G(t) -  часть популяции, представляющая собой новое поколение хромосом после 
каждого шага t (t = 0,1,2,...)генетического алгоритма, размер генерации будем считать одинаковым и 
равным М  для всех £: Gil) с  P. \G(t)\=M:
родительский пул -  часть текущей генерации G(t), состоящая из хромосом, из которых путем 
скрещивания и мутации (генетические операторы) формируется новая генерация G(t +1);
приспособленность особи -  целевая функция ц(я) P ^ R  задачи оптимизации, заданная на 
множестве хромосом.
Анализ генетических алгоритмов базируются на понятии схемы (шаблона), отражающем 
сходство между хромосомами. Схема s представляет собой строку длины т в алфавите Р = {ОД,*}, где
* -  символ безразличия. Хромосома а называется соответствующей схеме s  = если
aj = \ при л\ ф * для всех 7= 1,2,.../и.
Отметим два важных понятия для схемы: порядок и определяющая длина схемы, которые 
используются при выводе фундаментальной теоремы генетических алгоритмов.
т |0 £ — *
Порядок схемы o(s) = Y V ,  где = ■ ' ’ По-другому, порядок схемы -  это её длина ми-
t t  “ L1’ s- *  *■
нус число символов безразличия. Определение порядка необходимо при вычислении вероятности 
выживания эталона при мутации.
Второе понятие -  это определяющая длина схемы c/(.v) = max'/: у_ = l}-min(/: у =l}, которая 
представляет собой расстояние между первой и последней фиксированными позициями в строке. 
Это понятие дает оценку компактности информации, содержащейся в эталоне. Понятие определяю­
щей длины важно при вычислении вероятности выживания эталона при скрещивании.
Итак, каждая хромосома а представляет потенциальное решение задачи дискретной оптими­
зации в конечном пространстве поиска. Эволюционный процесс представляет собой итерационную 
процедуру перехода от одной генерации хромосом к другой. При этом предполагается, что специ­
альный способ перехода приводит к появлению в каждой последующей генерации более приспособ­
ленных особей чем в предыдущей генерации, т.е. к улучшению генерации, вплоть до нахождения 
близкого к оптимальному решения. Если дальнейшее выполнение итерационного процесса не при­
водит к улучшению уже достигнутого результата, то процесс прекращается.
В настоящее время при решении задач дискретной оптимизации во многих предметных обла­
стях широко используются различные модификации генетического алгоритма, в то время как мате­
матическое обоснование предположения об улучшении генерации (теорема схем) было известно (см. 
[4]) только для стандартного генетического алгоритма в случае рулеточной селекции. Для подтвер­
ждения возможности применения модификации генетического алгоритма в случае турнирно­
рулеточной селекции при формировании родительского пула Р  (см. [5, 6]) использовались только 
методы имитационного моделирования, состоящие в проведении многочисленных вычислительных 
экспериментов.
В работе предложено математическое обоснование модифицированного генетического алго­
ритма с применением турнирно-рулеточной селекции в виде аналога теоремы схем.
Основные результаты
При турнирно-рулеточной селекции случайным образом выбирается N  хромосом (N -  ко­
личество участников турнира) и наиболее приспособленная хромосома проходит в родительский 
пул с некоторой заданной вероятностью. Этот способ селекции предполагает попадание в роди­
тельский пул на первых этапах и не самых приспособленных хромосом, что способствует поиску 
оптимального решения во всём пространстве потенциальных решений.
Случай N = 2. Будем считать, что из двух участвующих в турнире хромосом а и Ъ наиболее 
приспособленная хромосома, т.е. хромосома, для которой ц(я) > ц(6) , проходит в родительский пул
п М-(я) м-(й)Р  с вероятностью — :------- , а другая с вероятностью
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|а(я) + ц(й) ц(о) + |х(й)
Хромосомы популяции, соответствующие схеме s, обозначим at. си a v. у < М , а не соот­
ветствующие схеме s -  b1,b^ ,...jbM_v. Определим вероятность того, что хромосома, соответствующая
схеме s, пройдёт в родительский пул Р.
Если в турнир отобраны две хромосомы, соответствующие схеме s, то с вероятностью рав­
ной 1 в родительский пул пройдёт хромосома, соответствующие схеме s.
Если в турнир отобрана одна хромосома я,., 1 </< v , соответствующая схеме s, а другая
2y(M-v) ц(я,.)
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Ь 1 < j  < М - у ,  не соответствующая схеме s, то искомая вероятность равна
М 2 ц.(я,.) + ц.(6 )
и средняя вероятность того, что хромосома ап 1 < / < v , соответствующая схеме s, пройдёт в роди­
тельский пул будет равной — ^  М-^ ,)
М- !<,<v ц(я,.) + ц(6,)
1< j< M - y
Количество хромосом родительского пула Р  соответствующее схеме s на шаге £, обозначим 
y(s,t). Тогда математическое ожидание количества хромосом родительского пула на следующем
шаге будет равно
£(у(.у,г + 1))= v(s,r)
( \ 
y2(s,t) } 2 у  ц.(а,.)
М 2 М 2 ц.(я,) + ц.(6,-)
\< j< M -y(s,t')
(1)
Уравнение (l) назовём уравнением репродуктивного роста схемы s в рассматриваемом слу­
чае N = 2 турнирно-рулеточной селекции.
Таким образом, при выполнении неравенства
(S,t) i 2 -ч М-(а,)V yj ij | ^ у  ; ^
М 2 М 2 ц(я,) + ц(6,)
1< j< M - y ( s ,t )
схема получает увеличенное число хромосом в следующую генерацию G. 
В частности, из уравнения (l) следует неравенство
е № ,  <+!))> J i M t ’ * » 1;  . - М ) . j ^ o
V V ”  ' V \  М 2 М F(t)
(2)
где ЩлО =------  V | i ( a .) -  средняя приспособленность хромосом, соответствующих схеме s, в мо-
мент t, F(t) = —
М
( y (s ,t) M - y ( s J )  I
^ц.(я,.)+ ^  ц(/); j -  средняя приспособленность хромосом всей популяции в
м
момент £.
Как следует из неравенства (2), число строк в популяции, отвечающих схеме s, растёт, если
ЦСм) м ( м  +.у(м)) го.
F{t) 2 y(s,t)
Следовательно, выполнение неравенства (з) является простым достаточным условием ро­
ста числа хромосом в следующую генерацию G.
Оценка математического ожидания ^ (у^ г+ l)), получаемая из уравнения (l) репродуктив­
ного роста схемы S с учётом генетических операторов скрещивания и мутации для турнирно­
рулеточной селекции выводится как и в классическом случае (см. [l -  4]) и имеет вид
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( \ 
}’2(s’r) ! 2 у  М-Ю 
А/ 2 А/ 2 ц.(я,) + ц.(£,)
(4)
m — i j
у 1< j<M-y(s,t)
где o(s) и rf(s) соответственно порядок и определяющая длина схемы s, рс,рт -  вероятности скре­
щивания и мутации хромосом из родительского пула Р.
Неравенство (4) определяет ожидаемое число сходных со схемой хромосом в последующих 
генерациях как функцию числа таких хромосом в текущей популяции относительной при­
годности схемы, её определяющей длины rf(s) и порядка o(s).
Случай N = 3. Будем считать, что три участвующие в турнире хромосомы а, b и с, для ко­
торых )_l(«) > (_!(/) ) > ц(с), проходят в родительский пул Р  соответственно с вероятностями
Ц(Д) Ц(6) Ц(с)
ц(я) + ц(6) + ц(с)' ц(я) + ц(6) + ц(с)' ц(я) + ц(й) + ц(с)
Определим вероятность того, что хромосома, соответствующая схеме s, пройдёт в роди­
тельский пул. Если в турнир отобраны три хромосомы, соответствующие схеме s, то с вероятностью 
равной 1 в родительский пул пройдёт хромосома, соответствующие схеме s.
Если в турнир отобраны две хромосомы а„ a r 1 < i , j  < у , соответствующие схеме s, а третья
Ък, 1< к <М -  у, не соответствующая схеме s, то искомая вероятность равна
3 у 2 (А/ -  у) ц.(а,.) + ц.(а,)
Л/ 3 ц(а,.) + ц(ар + ц(^) ’
и средняя вероятность того, что хромосома aj, 1 < / < у , соответствующая схеме s, пройдёт в роди­
тельский пул будет равной V  -М-(а,) + М( aj )-------- -
1<7%у ц(я,) + М-(я,) + М-(&*)
1 < к < М - у
Если в турнир отобрана одна хромосома « . 1 < / < у , соответствующая схеме s, а две другие 
bj ,Ьк, 1 < j ,k < M  -  у, не соответствующие схеме s, то искомая вероятность равна
Зу(А / -  у ) 2 _______ ц.(а,.)______
Л/ 3 ц(я,.) + ц(6,.) + ц(^) ’
и средняя вероятность того, что хромосома aj, 1 < / < v , соответствующая схеме s, пройдёт в роди-
3 ^  ц(я,.)тельский пул Р  будет равной
А / 3 lfi,< т ц.(я,) + ф  ) +  \ i ( b k )
1< j ,k < M - y
Следовательно, математическое ожидание количества хромосом родительского пула соот­
ветствующих схеме s на следующем шаге будет равно
£'(у(5,г + 1)) = .у(5,г)
( \ 
y 3(s, t )   ^ 3 у  ц(д,.) + ц (д у )  ^ 3 у  _________ ц (а , )_________
А/3 А/3 1 <,■_,■< vW) ц(я,.) + ц(я,.) + ц(6*) A/3 i<,<vW) \x{ai ) + \x{bj) + \x{bk)
1< k < M -y  (s,t)  1 < j  ,k < M -y (s ,t)
(5)
Уравнение (5) назовём уравнением репродуктивного роста схемы s в рассматриваемом слу­
чае N  = 3 турнирно-рулеточной селекции.
Таким образом, при выполнении неравенства
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/ М  , 3
А/3 X
ц.(а,.) + ц(а )
'/ М(": > • Н(", > • М(ЛА) \/ Е
ц(а,.)
ц(а,.) + ц( .^) + ц(^)
1< j ,k < M -y ( s ,t )
■>1
1<£<М-Х^ 0
схема получает увеличенное число хромосом в следующую генерацию G.
В частности, из уравнения (5) следует неравенство
e ( \ L  n l ) b  y (j f j V k * )  I 6.у2(.у,/Ха/ - а (^ 0 )  P fo O  ! 3у(у,^)(а/ - у(у,^))2 Ш лО
l V ’  ^ м з М 4 F(/) М 4 F(/) (6)
где / ) -  средняя приспособленность хромосом, соответствующих схеме s, в момент £, /•’(/) -  
средняя приспособленность хромосом всей популяции в момент £.
Как следует из формулы (6), число строк в популяции, отвечающих схеме s, растёт, если
P fe O  > А / (м 2 + M v ( s , t ) +  v 2(s ,t))
F  (t) 6 у 2 (s, t ) + 3 y(s, /)(М  - y(s, /))
Следовательно, выполнение неравенства (7) является простым достаточным условием ро­
ста числа хромосом, соответствующих схеме s, в следующую генерацию G.
Оценка математического ожидания / + 1)), получаемая из уравнения (5) репродуктив­
ного роста схемы s с учётом генетических операторов скрещивания и мутации для турнирно- 
рулеточной селекции в случае Л' = 3 имеет вид
£(v(s,t +1))> v(s,t ) i l - p c - ^ - 1  • (l- pm)' 
v m— I)
o (s )
У M .
A/3 e
ц(а,.) + ц(а )
'/ u(</ ) • u(</,) • u(/>s) '/ e И(я,) + И(^) + И(М
1< j ,k < M -y ( s ,t )
(8)
\< k< M -y(s,t)
где o(s) и rf(s) соответственно порядок и определяющая длина схемы s, рс,рт -  вероятности скре­
щивания и мутации хромосом из родительского пула Р.
Случай произвольного N <М. В общем случае турнирно-рулеточной селекции анало­
гичный предыдущим вычислениям подсчёт вероятностей приводит к оценке математического 
ожидания количества хромосом родительского пула Р  на следующем шаге E(y(s,t +1)):
E(v(s,t +1))> v(S,t)il~pc - ^ - 1  • (l- p m)
\ m — 1 )
,o(s)
N( Л nN-1У (-Mj , C N
M N M N e~.y(i 
<N
\<jx < M -y {s ,t )
Е й  a i,
l<tk < y{s,t\  у  J  „  ] + ц ( б , I M  l% := y O / ), V | i |  a  l + M-li- l + M-l*
1<А-<АГ-1, t i V  U  V h )  \<k<N -2, t f  l  i- J V h )  \ h
Е й  a i,
c 2л; E
c 1
E
Ш a ■
^  jLif a ■ \ + \ i a ■ 1 + - 1 ^  K/^vO,/), J a | +
\<jk < M -y {s J\  V h )  {  h )  t~( {  J k j  \<jk < M -y {s J ) . ' h 1 ^  1
\<k<N -2, \<k<N -h
J'k
(9)
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п\где С,7 = ------ :---- , o(s) и rf(s) соответственно порядок и определяющая длина схемы s, рс,рт —
т \(п—т)\
вероятности скрещивания и мутации хромосом из родительского пула Р.
Из оценки (9) соответственно при N = 2 и N = 3 получаются неравенства (4) и (8).
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований, грант № 16-29-12911.
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